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Kafli 1

Upprifjun

1.1 Timaradir

1.1.1 Almennir eiginleikar

Timar6d er vérpun, p.e.  : ¢ — R. P6 er rétt ad talaum X (t,w) og X : tx- — R
par sem ad w er tdtkoma éskilgreindrar hendingar Guds. Timaradarannséknum
mé skipta { eftirfarandi flokka eftir pvi hvort steerdir eru samfelldar eda 6sam-
felldar:

T

Samfellt Osamfellt

X | Samfellt t.d. mathematical finance | hefdbundnar timaradir
Osamfellt | eldgos, survival, duration | t.d. spil

1.1.2 Random walk
Osamfelldur timi
Xt :Xt—l + & (11)

bar sem g; eru 6hédar, b.e. E () =0, V (&) = 02
Samfelldur timi

Xi|Xs s N (Xs, (t—s)0?)

Petta ferli kallast Brownian Motion
1.1.3 Saga timaradagreiningar

1950-1970  Stér structural likon

1970 Box-Jenkins
hvernig 4 ad dlykta um timaradir
adferdafraedipakki

1970-1984 Deilur milli triflokka
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1.1.4 Sistaedni
Sterk sistaedni

Ef F(Xt,, Xty,-.- Xt,) = F (X348, Xtotks - - - Xt, )8 er timars0 sterklega sistaedi

n

(e. strongly stationary).

Veik sisteedni
Skilgreinum eftirfarandi:
pe = E(Xt) (1.2)
Ye(k) = E(Xepr — pern) (Xe — pt) (1.3)

Ef ad: pr = p og v (k) = v (k) Vk ba segjum vid ad rod sé veiklega sisteed
(e. weakly stationary). Timardd er sogd vera veiklega sistaed af gradu n ef ad
moments upp ad gradu n eru til og eru 6hdd tima. Sumar timaradir hafa ekki
covariance moment og flokkast pvi ekki undir veika sistaeoni pratt fyrir ad vera
sterklega sisstaeOar.

Sjalffylgni og hlutsjalffylgni

Ef vid hofum sisteedan feril getum vid sett sjdlffylgni og hlutsjélffylgni fram 6had
tima. Sjalffylgni er:

Vi = Cov (Zy, Zyvk) = E(Zy — 1) (Ziyk — 1)
og fylgni:
Cov (Zt, Zt+k) o Yk

B VVar (Z)/Var (Ziwr) Y0

Eiginleikar fallanna { sistaedri r60 eru eftirfarandi:

Pk

U~ =Var(Zy); po=1
O vkl < 05 Pkl <1
O v, = Y-k 08 pr = p—i fyrir 6ll k. Follin eru pvi samhverf um tima, k = 0.
Sjalftylgnifoll eru pvi gjarnan adeins sett fram fyrir neikvaedar tafir.
1.1.5 Hlutsjalffylgnifallid
Notkun

I timarodum sem eru AR processar getur verid erfitt ad audkenna gradu processins.
Vioi viljum vio pvi athuga fylgni milli Z; og Z;, eftir ad hafa fjarlaegt linuleg
tengsl vid beer meelingar sem eru & milli (b.e. Zyy1, Ziyo, ... 0 Ztyp—1). Fyrir-
baeri petta sem kallad er hlutsjalffylgni (e. partial autocorrelation) ma setja fram
4 eftirfarandi hétt:

ek = CO?"T (Zt;Zt+k|Zt+17"';Zt+k71) (14)

FEin leid til bess a0 greina gradu AR ferils ad gefnu dkvednu gagnasetti er ad
meta marktaekni 6y fyrir hvert k fré einum og upp ir, pangad til 6markteekur

5 © Sigurgeir Orn Jonsson (ziggy@kaupthing.net)



stiki meelist. R60 Ok, k = 1,2, ..., af hlutfjélffylgni kollum vid hlutsjalffylgnifall.
Vid veljum gradu AR(p) ur frd hlutsjélffylgnifallinu pannig ad:

0 #0 fyrir k=p
Rl =0 fyrir k>p

Mat a hlutsjalffylgni

Heegt er ad reikna hlutsjilffylgni beint it frd fylgnistudlum timaradar med
skvednum ttreikningi!. Einfaldara er p6é med hjélp tolvupakka ad meta hana
med linulegri adhvarfsgreiningu. Setjum upp kerfi pbannig ad:

Y =X,0+e (1.5)

bar sem ad Yp = (yp-‘rla "'>yt)/7 €= (€p+1> () 6T)/ og

Yp Yp—1 - U

yp+1 yp “ e y2
Xp = .

yr—-1 Yr—-2 - Yr—p

eda ef jafnan er metin med fasta, p.e. y, =0 +X,0 4+ e bd er:

L wp Yp—1 Y1

T yprr % T Yo
X,=| . .

1 yr—1 yr—2 - yr—p

Ef e; og pannig y; eru normaldreifd pd er LS metillinn med mati 8, =

(X]’yXp)71 X,yp samkveemur og asymptotically normaldreifour. Ath ad bétt
processinn s¢ metinn med fasta bd er fastinn (v) ekki midgildi processinns hel-

dur:

v

S — (1.6)

0

1.1.6 Ergodic skilyrdi

Sisteed timarsd er einkennd med medaltali, dreifni, sjélffylgni og hlutsjdlffylgni.
Hin réttu gildi pessara stika er haegt ad reikna 1t ef ad samansafn allra mogule-
gra realizations er pekkt. Haegt er ad meta bessi gildi ef ad hluti mogulegra
realiazation er pekkt. Flestar timaradir eru hinsvegar adeins ein realization af
process og bvi verdur ad skipta Ut raunmati med tima-medaltali. Til pess ad
petta sé haegt verda svokollud Ergodic skilyrdi ad vera uppfyllt.

Metill fyrir medaltal process pegar vid héfum adeins eina realization er r-
taksmedaltal timaradarinnar:

7 =

SE

S
t=1

I'William W. S. Wei, Time Series Analysis, bls 12-13
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sem er tima-medaltal n athuganna. Vid sjaum ad metillinn er ébjagadur:
E(Z):liE(Z):l-nﬂzu
n & n

Til pess a0 ferillinn sé Ergodic parf hann ad uppfylla eftirfarandi skilyrdi::

X = X, er samleitid

Nl =
M=

~+

Nl =
ik

X X;_ er samleitio

t=k+1

+

Ekki er haegt ad meela med tolfraedilegum heetti hvort pessum skilyrdoum
sé uppfyllt edur ei. Skilyrdi pessi eru nokkurn veginn pad sama og ad segja ad
melingar sem langt er 4 milli eru nestum pvi hddar.

1.1.7 Hvitt sud

Process {a;} er kalladur hvitt sud ef hann er rod af 6hddum hendingum tr
fastri dreifingu med fast medaltal E (a;) = p, (oftast 0) og fastan variance:
Var (a;) = 02 og 7 = Cov (az,as1 1) =0 Vk # 0. Hvitt sud er pvi sistaedur
process med eftirfarandi eiginleikum:

B o2 k=0
W= 0 k#0
(1 k=0

Pk = 10 k#£0
1 k=0

1.2 MA og AR kynning

I timaradagreiningu eru til tvaer nytsamar framsetningar & process:

1.2.1 MA

Ein framsetningin er ad rita process Z; sem linulega samantekt af r6d uncorre-
lated hendinga, pb.e.

o0
Zy = p+ap + prag—1 a9 + ... = p+ Z%‘at—j
=0

bar sem ¢y = 1 og {a;} er process med medaltal 0 og endanlegan variance.
Med pvi ad nota bakvirkjann getum vid umritad yfir & compact form:

Zy =¥ (B) ay
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par sem ad Z; = Z, — p, Bix, = x—j og ¥ (B) = Z;io B7. Eftirfarandi
atridi einkenna processinn:

E(Z) = n
Var (Z;) = oﬁzq/;?
=0
o2 fyrir j=0
E(uZi—;) = { 0 fyrirj >0
Vid getum pvi leitt it:
w = E (ZtZt+k)
= F Zzwi%atfiaﬂrkfj
i=0 j=0
= UiZ%d’Hk
i=0

Wold(1938) sannadi ad sisteedan feril sem er algerlega nondeterministic (p.e.
hefur enga beetti sem m4 spd fyrir t fré fortidargildum) m4 dvallt setja fram
sem MA mode. (Wold’s representation).

Fyrir fastan fjolda athuguna gildir ad pvi fleiri stikar sem eru { likaninu, pvi
minni efficiency vid mat 4 stikum.
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Kafli 2

Sistaed timaradalikon

2.1 Hrein spa

Gerum r&d fyrir pvi ad vid hofum vektor meelinga X’ = X1, ..., X,,. Imyndum
okkur ad X V N (0,T (%)) 08 7i; = 7 (i — j) enda er pd  (0) = 0. Til pess ad
finna bestu spa fyrir X,,+1 pa verdum vid ad ldgmarka eftirfarandi vandamél:

Min E (X, —d'X)?
a

(2.1)

Fyrstu gradu skilyroi er eftirfarandi:

0
%E (X7L+1 - a/X>2 =0

E(Xpp X' —dXX') =
E(X,1X')—dE(XX")

En E(XX')=T ogbvier E(X,4+1X") = (Yo, Yn—1,-s71) =7

0
a = F_lfy

v—aT

Petta vandamal er ekki pacgilegt ad vinna med par sem fjoldi 6pekktra staerdoa
er n og fjoldi meelinga einnig n.
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Kafli 3

Sistaed timaradalikon

3.1 Ur timum

AR likan af grédu p ma setja fram 4 eftirfarandi hatt:

Xt =5+¢1Xt71 +"'+¢pXt,p + & (31)

bar sem ad ¢; er hvitt sud (e. white noise), p.e.: E(g;) =0, E(ges) =0,
E (e}) = 0. Tokum sem deemi AR likan af gradu einn:

Xt =6+ ¢1Xt71 + &¢ (32)
Vongildi getum vid fundid med pvi ad skilgreina bakvirkja:
BX; =Xy
Xt — ¢BX1 = 6 + &t
Xt (]. — (ZSB) = ¢ + &t
0
X, I (3.3)

“1-6B  1-¢B
En vid vitum samkveemt summreglu ad 1/ (1 — ¢2) =1+ ¢Z + ¢*Z2 + - --
og vid vitum einnig ad B = é. Vid getum pvi umritad jofnu (3.3):

6 sl
Xem gt 0 (3.4)

en pessi jafna er { raun pad sama og Moving Average process af éendanlegri
gradu.
Vongildi og dreifni verda pvi:

6
E(Xy) = T (3.5)
inf 2
V(X)) = Z¢21052=—1‘15¢2 (3.6)
0
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Leidum 1t covariance med samskonar haetti:

E(Xy = px) (Xe—p — px) =7 (k) 3.7)
Gerum 140 fyrir pvi ad 6 = 0 til einfoldunar.

3.2 Autoregressive 1ikon
Process er AR af gradu p ef hann er:
Z = ¢Zt_1 + ...+ ¢pZt—p + a;
eda
®p (B) Zt = Q¢
bar sem ad ¢p, = (1 — 1B — ... — ¢, BP).

3.2.1 Fyrstu gradu - AR(1)
Getum ritad AR(1) sem
(1 — ¢1B) Zt = Q¢
eda
Zy = ¢1Zt—1 + at
Pessi process er alltaf invertable. Til pess ad hann sé sistzedur verdur rétin af
(1 — ¢1B) = 0 ad vera utan vid einingarhringinn. I bessu tilfelli verdur |¢| < 1.
Dreifni/autocorrelation

Finnum dreifni med eftirfarandi heetti:

0 = E(%2)=B(#2.) + B (201410) + B (@)
= ¢’FE (Z'f,l) +201 E (Z'tflat) +E (atz)
= ¢2'yo+2(;51~0+03
Y (1-¢7) = o;
2

g

Yo = 1_—“@5% (3.8)

Autocovariance m4 finna:

E (Z'tka.t) = LK (¢1Z.t71¢Z’t71) +FE (Z.tfkat)
YT = ¢r1w-1 fyrirk>1
Ef vid stingum variance (3.8) inn { autocovariance (3.9) faum vio:
e
1— ¢}

Vi
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Sjalffylgni/hlutsjalffylgni

Pk = G1pr_1 = ¢ fyrir k > 1 (3.9)

bar sem vid vitum ad py = 1. Sjdlffylgnifallid deyr pvi 1t exponentially:
(a) beint nidur ef formerki ¢, er jakveett, en 1 sveiflum ef ad formerki ¢, er
neikvaett. Ath: bessi ferill hefur éendanleg minni. Niiverandi gildi processinns
byggir & ollum fortidargildum, pratt fyrir ad dhrif minnki mikid med tima.
Hlutsjalffylgnifallid er:

e = p=¢1 k=1
bk 0 k>2

3.2.2 Annarrar gradu - AR(2)
Setjum upp annarrar gradu AR sem:
(1— 1B~ ¢2B%) Zy = ay
eda
Zy =121+ 02212+ ay

AR(2) er alltaf vidsnianlegur (invertable). Til bess ad processinn sé station-
ary verda raetur ¢ (B) = (1 — 1B — ¢2B2) = 0 ad liggja utan einingarhringsins.
Haegt er ad yfirfeera stationarity skilyrdi yfir & stika likansins (WEI bls38)

-1 < ¢<1
-2 < ¢1<2

Dreifni/autocorrelation

Y = FE (ZtZt) = B (Zt 'Z.t71) + oo F (Zt : Z.t72> +FE (a?)
= ¢+ b2 to,

Autocorrilation er:

E(ZZik) = 6B(ZiaZir)+62E (Z-2Zus) +E (Zik-ar)
Y = O1V—-1+ P2Yk—2 , k=2
Fyrir K =1 ba er:
7 = 17 + Pam

Vid hofum pvi jofnukerfi sem dkvardar g o Ut frd ¢1. 2 og 02 :

Yo = 11+ pay2 +o2
M o= é1v+ ¢mn
Yo = 171+ P20
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Sjalffylgni/hlutsjalffylgni

Pk = P1pk—1 + P2pr—2 , k=>1
Vid sjdum ad sjélffylgni er i raun mismunajafna. Med pvi ad finna lausn
mismunajéfnunnar sjdum vid ad:

1+ PF + 4do
2

P1 — /b7 + 42 *

k
+ by 5

pr=0b1

Sjalffylgnifallid deyr it exponentially ef raetur (1 — 1B — ¢232) = 0 eru
rauntolur en verdur fallandi sin bylgja ef raeturnar eru complex.
Hlutsjalffylgni AR(2) deyr snogglega 1t eftir tof 2.
3.2.3 Almenn p-undu grdadu AR process
P-undu grédu AR m4 setja fram sem:
(1 — ¢1B — ¢232... — ¢po) Zt = Q;

eda,
Zi=01Zi 1+ GoZi o+ ot OpZi_p+ay (3.10)

Dreifni/sjalffylgni

Til pess ad finna sjélffylgni margfoldum vid jofnu (3.10) med Z;_j og tokum
vongildi:

E(Zix2) = 0F(ZiwZir)+ 6B (ZeZis) + ot 0,8 (ZiZiy) + B (Zigar)
Y = P1Ve—1F o+ OpVh—p
Sjalffylgni verdur pvi:

Pk = P1Pk—1 + - + PpPr—p
Hlutsjalffylgni hverfur eftir tof p.

3.3 Moving Average likon

I MA framsetningunni er sagt ad ef finite fjoldi 1 vigta er ekki null b4 er
processinn sagur vera moving average af gradu ¢ og er hann settur fram sem
sem:

Zy =0(B)a
pbar sem
0(B)y=(1-6B—...—6B9)
eda: _
Zg=a; —01a,-1... — 0qa4_g4

Par sem ad 1+ 6% + ... + 63 < 00 pé er finite moving average process avallt
sistaedur. MA process er vidsndanlegur ef ad reetur 6 (B) = 0 liggja utan vid
einingarhringinn.
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3.3.1 MA(q)
Almennur MA process af gradu q er:

Zy=(1-6,B—0,8>—...—0,B%)

Variance er:

Yo 2022932'

Jj=0

par sem 0y = 1 og adrir autocovariancar eru:

02 (O + 010k + o+ Ogiby) k=1,2.q
Tk = 0 k>q

ACF af MA(q) cuts off eftir lag g. PACF tails off eftir lag q.

3.4 Samband milli AR og MA

3.4.1 AR yfiri MA
Gefum okkur sistaedan AR(p) process:

Pp (B) Zt =t
par sem:
6y (B) = (1 6.B ~ 6,8 — ..~ 6,B")
Vid getum umritad yfir {:
Z.t = ¢(lB)at = 1!)(3)04

pbar sem ad
Y(B) = (1+¢1B+¢aB* + .....)

pbannig ad eftirfarandi gildi:
¢p (B)Y (B) =1
Daemi um AR(2) er 4 bls 45.

3.4.2 MA yfiri AR

Gefum okkur vidsnianlegan MA(q) process:

Zy=0,(B)a
par sem ad
0,(B)=1-6,B—...—6,B7)
Vid getum umritad sem:
T(B) % = —— 7, = a,
0, (B)
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pbar sem

7(B) = 1-mB—mB?—..

Daemi um MA(2) er 4 bls 55

3.4.3 Samantekt

Finite order sistaedur AR(p) process samsvarar til infinite order MA proces. Fi-
nite order vidsnianlegur MA(q) process samsvarar til infinite order AR process.
Petta tvofalda samband gildir einnig { autocorrelation og sjélffylgniféllum.

3.5 ARMA(p,q)

Stationary og invertable processa m4 setja fram 4 AR eda MA formi. P6 skapast
sd vandi a0 bddar pessar framsetningar geta innihaldid of marga stika = minni
efficiency. Pvi m4 setja processa fram sem sambland af AR og MA, b.e.:

6y (B) 2, = 0,(B) a,
pbar sem eftirfarandi skilgreiningar gilda:

¢p(B) = (1—¢1B—¢2B*>—...—¢,B")
0,(B) = (1-6,B—..—0,B9)

Processinn er vidsndanlegur ef reetur g, (B) = 0 liggja utan einingarhrings.
Processinn er sisteedur ef retur ¢, (B) = 0 liggja utan einingarhrings. Hér er
einnig gert rad fyrir pvi ad ¢, (B) = 0 og 0, (B) = 0 hafi enga sameiginlega
baetti.

3.5.1 ARMA sem AR
Heegt er ad rita stationary og invertable ARMA process sem AR:
s (B) Zt = Q¢

pbar sem ad:

7T(B) = q;:((g)) = (1 —7TlB —7TQB2 - )

3.5.2 ARMA sem MA

Getum einnig ritad ARMA sem:

par sem ad:
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3.5.3 ACF
Umnmritum ARMA likanid yfir {:
Zt = (;SlZ't,l + ...+ prZ.tfp +a; — Glat,l — e — ant,q

og margfoldum badar hlidar med Z,_;, og tokum vongildi:
Ve = O1Vh—1F - FPpYh—p+ E (Zt—kat> -0 K (Zt—kat—l)_---_qu (Zt—kat—q)
Vid hofum E (Z.t,kat,i) = 0 fyrir k£ > i og pvi eftirfarandi:

Ve = P1Vk—1 + o+

3.6 BOX-JENKINS aodferdafra=din

3.6.1 Identification

[ Pad ad sjalffylgni deyji heegt 1t er visbending um 6sfsteedni. I slikum til-
fellum er naudsynleg ad taka a.m.k. 1-2 mismuni. Pegar r60in er sisteed
skal haldid afram med identification.

[0 Fyrir MA(q) process er sjalffylgni pp = 0 fyrir k& > ¢ og hlutsjélffylgni
deyr t. Cuttoff punktur er fundinn 1t fra sample-sjalffylgni

U Fyrir AR(q) eru hlutsjélffylgni 0y, = 0 fyrir k > p og sjélffylgnifallid deyr
it. Cutoff punkt m4 finna 1t fré hlutsjdlffylgni med pvi ad bera mat saman
vid £v/T par sem 1 / VT er ndlgun & stadalfraviki metlana 0y, fyrir k > p.

[ Ef ekki er haegt ad finna cutoff punkt ut frd sjélffylgni eda hlutsjalffylgni
getur verid ad ARMA likan dugi ekki. Gradur AR og MA verdur ad meta
ut fra sjalffylgni og hlutsjélffylgni.
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Kafli 4

Fourier greining

4.1 Ut timum Helga

Kuznets nokkur hafdi dhuga 4 hagsveiflum, baedi langtima og skammtimasvei-
flum. Hann byrjadi 4 pvi ad feera pjédarframleidslutslur yfir { logaripma og
atladi ad na Ut skammtimasveiflu med einfoldu medaltali:

5= Yita T Yer1 + y5t +Y—1+ Yi—2 (4.1)
og vildi né it langtimatrendi med:
2t = Tt4+5 — Tt—5 (42)

Hann dlyktadi ad ad jafnadi veeri um 20 dra sveiflu ad raeda 1 hagkerfinu. Pessi
dlyktunarfraedi hans var rong eins og sjd ma { eftirfarandi kynningu & Fourier
greiningu.

4.1.1 Inngangur

Hugsum okkur:
J J
Y: :Zuj - COS \j ~t+ch -sin ;- ¢ (4.3)
j=1 j=1

bar sem ad 0 < A\; < A9 < ..... < Ay < m. Gerum réd fyrir pvi ad u; og v;
séu hendingar sem hafi eftirfarandi eiginleika:

Eui) = E(v)=0 V¥ij
V(w) = V(v)=o0}
E (uvj) = E(viu;) =0
Finnum dreifni Y :
V) = ~(0)= ZO’? cos® \it + Zaf sin At

J
= ZU? bvi cos? +sin® = 1 (4.4)
1
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4.1.2 Frekari vrvinnsla

Hingad til hofum vid haft z; sem verdur ad vera ergodic og kyrrstaed til pess ad
haegt sé ad vinna med hana. Pad ad taka urtaksmedaltal hefur fyrst og fremst
bydingu ef ad um normaldreifingu er ad rseda. Urtaksmedaltal hefur t.d. enga
pbyodingu fyrir Cauchy dreifingu.

Spectrid endurspeglar dynamiska eiginleika ferilsins & svipadan hétt og sjélffyl-
gnifallid. Spectrid er { raun vorpun 4 sjalffylgni: (fourier transform)

flw)= % > e (4.5)

en beint samband er 4 milli sjalffylgnifallsins og spektursins (inverse fourier
transform,):

b = / 7 f (w) e dw
Sjélffylgni { tima verdur ad misdreifni { ti0ni. Munum ad:
Ty = Z (a; cos \it + b; sin A\;t)

Pessi process er ekki hddur tima. Fyrir hverja tidni er dregin normaldreifd
tala en
V(a;) =V (b;) = oF (4.6)

Athugum bad ad turtaksspektur er ekki samkvemgt, p.e.

f(w) 9 f(w)
A EFTIR AD VELRITA UT GLOSUM

4.1.3 Smoothing

tidnirim = hreyfanlegt medaltal yfir samliggjandi tidnir { f. Timarim = auto-
covarianc med hdu laggi vigtadir nidur. Val 4 svokolludum glugga (windows)
akvardar steerd oryggismarka f. Urtakssjalffylgni med hau laggi er vaentanlega
illa akvoroud og pvi er henni gefid minna vaegi med bvi ad vigta hana nidur. Su
vigt sem notud er &

4.1.4 Matlab

Til pess ad reikna empiriskt spectur fyrir einhverja roo:
[1 Bua til skrd sem inniheldur gégnin (endar & .dat)
[J Fara inn { Matlab
[1 LOAD x.dat

U F1=FFT(x) < reiknar Fourier transform af r6dinni

1 1g "
FT (z) = —-—the_”"'t
t=1

2r n

)‘k = Oa
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[ A0 reikna fouier transform er dkaflega erfitt. FF'T (fast fourier transform)
er algrim sem reiknar it fra nalgun.

[ P=ABS(F1). "2 (-3 og/eda 1) « gefur drtaksspectrid
[0 PLOT P
1 SUM(P)
0 VAR(X)

[ Ef sama tala kemur & sum(P) og var(x) b4 hofum vid margfaldad med
réttum studli.

[] A0 lokum ma4 taka hreyfanlegt medaltal:

(PQl:n=5)+P2:n—4)+...+P((6:n))

PSM =
6

4.2 Ur békum

4.2.1 Periédisk foll
Periodic fall hefur periodu T ef ad fyrir 6ll ¢ gildir:

f@&)=f(T+1)
Ef ad slikt fall hefur period T hefur pad einnig periodur 2T, 3T,.... Einfald
dzemi um periodiskt fall er sinus bylgja:
x (t) = Asin (wt + @)
Periodan (p.e. timi frd toppi til topps) er eftirfarandi':

Period : T = 2—7T
w

Studullinn A er amplitude sveiflunnar (p.e. hvad hun er sterk), ¢ er phase
sveiflunnar (segir til um hvar hiin byrjar) og w er hornafallatidni periodunar, b.e.
hversu margar sveiflur processinn tekur & 27 timaeiningum. Tidni & timaeiningu,
b.e. fjoldi kldradara sveiflna & hverri timaeiningu er pannig:

Frequency : f = 2i
T

4.2.2 Summa sinus falla
Ef vid hofum eina sinus sveiflu getum vid umritad:

Asin(wt+¢) = A(coswtsin + sinwt cos ¢)

= acoswt—+ bsinwt

IPetta m4 sja 1t fra bvi ad: z (¢t + 277’) = Asin ((wt + ¢) + 27) = Asin (wt + ¢)
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pbar sem ad:

a = Asing
b = Acos¢

Nt sést ad A sin (wt + @) er ¢linulegt { phase stikanum ¢ en (a cos wt + bsin wt)
er linulegt { stikum @ og b og bannig dkvardast phase med linulegum haetti. Vid
getum reiknad upprunalegu stikana tt ur umritada fallinu par sem ad:
A= (a2 + b2)1/2
pvi ad:
sin? ¢+ cos? ¢ =1
Vid vitum einnig ad tangent phase angle ¢ er hlutfallid a/b, og bvi er heegt
a0 reikna ¢ um leid og vid pekkjum a og b. Pad er pvi auljést ad ef vid vitum w
en ekki A og ¢ pé er einfaldara ad meta a og b med LS adferdum en ad meta A

og ¢ med beinum haetti.
Rita m& summu hornafalla med eftirfarandi haetti:

o0
ZAj sin (w;t + ¢;)
=0
eda
[ee]
Z (a; sinw;t 4 b; cosw;t)
j=0

4.2.3 Grunnur Fourier greiningar

Tveer linur eru hornréttar ef rétt horn (90gradur) er 4 milli peirra. I Fourier
greiningu eru settir fram hornréttir grunnpeettir, svokalladar overtone series sem
byggja allar 4 einni grunntidoni. Overtone series mynda nytt rim par sem &sar
rdmsins eru sinusbylgjur overtone serianna. Ofanvarp peirrar timaradar verio er
ad kanna 4 overtone serirnar er fengio med pvi ad nota almenna skilgreiningu &
horni, p.e. fylgni. Ef ad vid erum ad nélfa fall f(¢) getum vid hugsad okkur ad
covariance syni okkur hversu mikid af sin 27 ft sé { f (¢).

Gerum 140 fyrir ad timarsd hafi medaltal nill. Gerum einnig rdd fyrir pvi
ad fjoldi maelinga sé oddatala (Ef T er slétt tala verdur ad leidrétta fyrir pvi[?,
Appendic 164]). Fjoldi athuganna dkvardar ti0nir { overtone serfum. Ad gefnu
T verda hornafallatidnir w; eftirfarandi:

27Tj . (T — 1)
wJ T ’ J ) 3) 9 9
Tionir 4 timaeiningu verda pvi:
J . (T-1)
f] T7 ] 94y Dy ) 2

Athuga ber p6 ad peta net overtone tidna er adeins nalgun & allt tionitdmio.
Heegt er gera moskva netsins smeerri med pvi ad fjolga maelingum.

Til pess ad finna ofanvarp x; 4 dsinn cosw;t tokum vid covariance af ; m.t.t.
cosw;t. Petta er pad eina sem parf vegna bess ad overtone seriurnar mynda
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hornrétt mengi falla sem mynda grunn ad rymi sem er Euclidean. Neaesta skref
er ad meta a; og b; 1 eftirfarandi jofnu:

Ty = Z (G5 coswst 4 b; sinw;t) + e (4.7)
J

LS metlar fyrir a; og b; eru trtakscovariensarnir:

T—1
. 2
a; = T ¢ COS wjt
t=0
T—1
b 2 ~
i =7 Ty sinw;t

t

Il
o

En petta eru grunnjofnur Fourier greiningar.

4.2.4 Gottman-Perdiogram og Spectur
Skilgreining almenna formsins

Ef vid tokum peridoc hluta jofnu (5.7), b.e. haegri hlid jéfnunnar ad frédregnum
e; og reiknum summu ferviks med pvi ad nota metla fyrir A og B fdum vio:

T-1

Z (Acos or ft + Bsin 27rft)2

t=0

En bessi steerd er 1 hlutfalli vid total energy of the series at the frequency f
par sem ad hin leggur saman fervik fré medaltali mill. Ef vid deilum med 47
faum vid total engergy fyrir dkvedna tidni:

=

. . 2
Periodogram : I (f) = y Z (A cos 2w ft + Bsin 27rft)
t=0

Petta er hin eiginlega skilgreining & periodogrami. ATH: Pegar athugunum
fjvlgar, eykst energy bar sem bad er f hlutfalli vid fjolda athugana. Onnur nyt-
som skilgriening er power sem er medal-energy 4 maelingu. Haegt er ad umrita
Periodogramid yfir { annad nytsamlegt form:

2

1 T-1 T2
I(f)= T (Z Xy COS 27rft> + (Z Tt sin27rft>
=0 =0

I pessar framsetningu héfum vid mengi af A-um og B-um fyrir hverja t{0ni
fj, sem metin eru med A; og B;. Pad ma pvi audveldlega syna fram 4 ad:

AOWO)

)= =5t

2
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Ef Z; er Gaussian white noise med medaltal 0 og fastan variance pd m4a kanna
nill-tilgdtuna um ad studlar A; = B; = 0 4 dkvedinni tidni med eftirfarandi
tilgdtuprdfi:

o? \2
I(f)s —=2 4.8
(f)s =X (1)

Petta m4 setja fram 4 almennu formi: ef x; hefur fraedilegt spectralfall p (f)

b hefur I (f) eftirfarandi dreifingu fyrir hvert f:

2

I(H)sp() (4.9)

Exponential form

Perdiogram er haegt ad umrita med hjalp hornafalla [?, bls 207] yfir { exponential
fall:

T—1 2

E l,te—zQ‘/rft
t=0

1

I(f):m

(4.10)

Wiener-Khintchine theorem

Med bvi ad nota hornafallajofnur getum vid umritad jofnu (5.10):

I(f) _ %LT <Z $t€i27rft> <Z xsei2wf3>

Ef vid tokum 4t tr summunum b4 1idi sem margfaldast vid e?M27/ 4
og leggjum ba saman getum vid umritad yfir Fourier transform af y:

—iM27 f

1) =5

T—1
Yo + 2 Z i cos k (27rf)1

k—1

[ Wei[?, bls 232] er Fourier transformid sett fram sem Spectral fall (ekki
Periodogram):

1 1
— — 3 —nm<w<T .
f(w) 5.0 + kg lfyk coswk, w (4.11)

Heegt er ad vinna autocorrelation studlana 1t tr spectral fallinu med pvi ad
taka andhverfu Fourier transformsins:

Vi = / 7f (W) e“*dw (4.12)
Spectral fallid f (w) hefur eftirfarandi eiginleika:

[ Pad er samfellt raunt6lu non-negative fall, b.e. |f (w)| = f (w)

U f(w) = f(w+27) og bvi er f(w) periodic med periodu 27. Par sem ad
f (—w) bé er fallid samhverft, en er vanalega adeins kannad fyrir
T
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[1 Sjé ma ut fra jofnu (5.12) ad:

Var(Zy) =~ = /_ 7 f (w) dw

en betta synir okkur ad spectrumid f (w) mé tilka sem sundurgreining &
variance process. Tindur 1 spektral falli gefur til kynna ad pattur vidko-
mandi ti0ni leggur fram stéran hluta af heildarvariance.

4.3 Urtaksspectur - smoothing

4.3.1 Eiginleikar trtaksspekturs

Ef vid viljum meta spectur tut fra dkvednu urtaki er nezertackast ad skipta tit
freedilegum autocovariance studlum 7, med drtaksstudlum 4,. Fyrir gefna ti-
mar60 med n athugunum getum vid adeins reiknad 4, fyrir k =0,1,...,(n —1).
Vid metum f (w) pvi med:

n—1
. 1 (.
f(w)= > <70 +2;fyk.coswk>

bar sem ad 4, er ASY 6bjagadur héfum vio:

lim E (f @) = f @)

n—oo

Med bvi ad taka vongildi jofnu (5.9) fdum vio:

B(f0) =B [r @0 %] = £

og

Var (f (wk)) =Var {f (wk) X?%} = [f ()]

Metill fyrir spectur er ekki samkvaemur par sem ad variance f (wi) stefnir
ekki & nill pegar fjoldi mee ‘linga stefnir 4 éendanlegt. Par ad auki hofum vio:

Cov [£ (@), f (w))] =0

fyrir hverjar tveer tionir. Covariancinn er nill jafnvel pétt fjoldi meelinga
aukist. Nidurstadan verdur su ad f (w) er 6stodugur og verdur { goddottur jafnvel
pott fjoldi meelinga aukist.

4.3.2 Smoothed Spectrum

Gottman:

Ein helsta leidin til pess ad minnka variance trtaksspectursins er ad smottha
drtaksspectur i hverri tidni tt fré gildum nélsegra tidna. Daniel stakk upp &
eftirfarandi adfero:
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m

st () = 57 D DUy

j=—m

og kallast hun Daniell window. Vingildi nyja metilsins er ébjagad begar
melingum fjolgar svo lengi sem spectral density function er samfelld. Dreifni
hins nyja metils er:

1

var [p* (fi)] = m Z Var [p (fi+;)]

(2m—11)21§2 (fx) (2m + 1)
1

= oy 1152 (fx)

Jj=—m

Q

Vid sjdum a0 dreifni laekkar eftir pvi sem fj6ldi meelinga eykst, par sem fleiri
og fleiri overtone serfur bactast { greininguna. Ath: Matid verdur bjagad nema
p(f) sé nokkurnveginn flatt innan (2m + 1)-skrefa glugga.

Fjoldi gilda sem tekin eru med 1 glugganum er kallad bandbreidd gluggans.
En af hverju ekki ad hafa gluggan mjog stéran? Eftir pvi sem fleiri gildi eru
tekin { medaltalid dragast stakir tindar spektursins saman { feita tinda og vid
getum ekki greint tinda sem eru innan bandbreiddarinar.

Allar smoothing adferdir { frequency-domain er haegt umrita yfir { time-
domain og ¢fugt. Umritum Daniel yfir { tima-domain:

- 1
Ppaniell (f) - o

T-1
Yo + 2 Z wyYE cos k (27Tf)‘|
k=1

Time-domain vigtun med Daniel tekur minna tillit til covariansa langra tafa
(cos bylgjan). Tilflutningur fra stérum vigtum yfir { litlar er mjog éregluleg og
sumar vigtirnar eru neikvaedar (sjd [?, bls 218]).

Valdkostur vid Daniell er moving average 4 ndgranna autocovariance sem
truncate nidur i nill snégglega. Pessi gluggi kallast Barlett 1:

s 1
PBarlett 1 (f) = %

70423 v cosk <2wf>]

k=1

Barlett er finn 1 time-domain en skilar sveiflum (side-lobe distorsion) { frequency-
domain. Nokkrir adrir gluggar eru t.d.: Barlett2, Turkey-Hamming o.fl.
4.3.3 Kenningapréfun

Pegar ad notad er smoothing 4 spectur eru einstaka metlar spektursins ekki
lengur ¢hédir. Hvert spectral mat hefur jafngildisfrigradur (e. equivalent degrees
of freedom). Hin rétta dreifing p (f) er mjog flékin, en hana ma ndlga med:

N p(f) (XQEDF)
p(f)s —EDF
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og bvi verda 95% oryggismork:

EDF p(f) EDF p(f)
X%DF (0.025) X2EDF (0.975)

Marktaekni spectral density eru gjarnan med 1itid power nema vid notum
stéra bandbreidd og héfum mikinn fjslda athugana.

<p(f) <
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Kafli 5

Transfer function models

5.1 Upprifjun

Hugsum okkur:

Ty = aTp—1 + U
*
Y = @ Y—1+u

Eru x og y 6hddar? Peir tengjast ekki med nokkru moti og geta pvi ekki
verid hadir. Tokum nd tdrtak frd ¢ = 1...n og reiknum fylgni med regression:
Yyt = axy+ep. Ef vid fdum jakveeda fylgni, hvad pydir bad? Getum ekki gert upp
4 milli hvort ad a og a* eru likar steerdir eda hvort x; er hdd y;. Hy : pyy =0 er
hafnad 1 50% tilfella en ekki 5% tilfella eins og « segir til um.

Bartlett formilan er i békinni en formiila bessi er notud i einfsldudum
verkefnum:

R 14+aa*\ 1
14 (ny) = (1 — aa*) -~ Samkv. bartlett

N4& verdur allri dynamik 1t dir r6dum &dur en haegt er ad bera paer saman.
Slikt kallast afhvitun. Ath:I ofangreindu deemi var einungis tekin samtimafylgni.
Pad er hinsvegar ekki sjdlgefid ad samtimafylgni sé dhugarverdust.

Alyktanir um sjalffylgni eru erfidar. Madur veit ekki hvad t-gildi 4 ad vera.
Bartlett formulan getur hjalpad manni. Okostur hennar er pé sé ad madur parf
ad vita form sjalffylgni 40ur en madur metur.

Lausn: Madur framkveemir prewhitening & x; og 3 med pvi ad meta sitt
hvort ARIMA likanid. P.e. met:

¢1 (B)It = Q(B)et
p2(B)ye = 0(B)e

Petta gefur okkur &517 &27 6:,0,. Vid getum nu reiknad metna afgangslioi:
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. _ %(B)

t ~ t

01 (B)

Ef a0 vel hefur tekist til eru é; og &; tiltolulega likir hvitu sudi og 6h&dir
hvorum 6drum. Pvi verdur dreifnin ad 6llum likindum svipud og { hvitu sudi:

V (pee () =~ =

Dreifnin verdur miklu steerri en 1/n ef einhver dynamik veeri { rédunum.
Adur fyrr var oft 1itid 4 timaradir sem input-output radir (Transfer function

model):

yr =V (B)x +

pbar sem ad n; og x; er ARMA. Litid er 4 y; sem output og z; sem input.
betta likan er oft kallad ARMAX likan (X = Exogen breytur). V eru distributed
lag studlar eda impulse response (hugtak upprunid tir verkfraedinni). A bls 292-3
er yfirlit yfir impulse response foll. Pessi 1ikon eru metin med LS eda maximum
likelyhood adferoum. Ritadar eru ARMA jofnur fyrir hvern lid og likanid svo
metid. (Lita 4 deemi: advertising and sales) (303).

Einfalt er ad spd. Spamorkin mé reikna med pvi ad rita V(B) z: og n: sem
MA (o). I hagfraedi er s4 galli ad hér er ekkert feedback, b.e. z; er ytri breyta.

Cross correlation:
Pxy (k') =Corr (Itvyt+lc)

b.e. um dkvedna hlidrun er ad reeda.

Cross spectur

1 [ee]

fay (0) = G Z%y (k) o~ tkw

Ef vid tokum fourier transform af autocovariance fall pa detta sin lidirnir t.
Astaedan fyrir pvi var st ad Yap (k) = vz (—k) . Vid getum bvi sagt:
Yaax (0) + 7Jc:v (1) éiw + Y (*1) eiw

Sinusar hverfa ekki, vz (k) # Yya (—F)
Getum skipt crossspectri nidur 1 rauntluhluta og imyndada hluta

fmy =CO (w) - CQ (UJ)
og eftirfarandi kallast fasi (face) sem segir til um hvor r6din er & undan:
—q(w)
= t _
¢ (w) = arctan < w0 () )
Svokallad Gain er er:

6 () — Yo (1)

fa (w)

27 © Sigurgeir Orn Jénsson (ziggy@kaupthing.net)



og coherance:

Coh (k) = k2, (w) = (W

=7 @ 7, @) = R*(w)
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Kafli 6

State space models

Einn ad adalkostunum: Haegt ad programmera { tolvu. Tuilkunarmoguleikar eru
g6oir. Inniheldur meelikerfi og einhvad dulid sem drifur kerfid. Madur getur
fengist vid univariate og multivariate ltkon. Oll regression kemst fyrir f state
space formi, svo og ARMA likén. Hentugt t.d. pegar ad regression hefur ARIMA
afgangslio.

Hofum timatengdan vektor af state breytum (Y;) sem eru med 6llu 6pekktar.
Hofum einnig vektor meelinga (z;) 4 tima t sem er pekktur.

}/t+1 = AK+GXt+l
z = HY, +0b

En z-eturnar eru maeldar med maeliskekkju. Ef madur hefur observability
= ef meelingum er safanad mun hann geta reiknad tut ferilinn aftur 4 bag.
Controlability=- ef haegt er ad stjérna X gildum, p.e. shockum.f
6.1 Rannsékn hja helga

Ostationatited: Eru sveiflur ad préast?. Settur upp breytileiki .e.:

»
ye = 0+ Z¢t (te—1pte—1) + &
i—1
e — N (0,07)

¢ eru hdd tima, p.e. byglgjan er breytuleg eftir timanum. p; verdur state-
variable par sem pad er breytilegt yfir tima. Stadalfrdavikio er einnig breytilegt.
Til eru ymsar adferdir til pess ad leyfa stadalfraviki ad breyta, sbr ARCH.

Til pess ad f4 likanid til pess ad gagna upp verdur ad setja ymiss hlidarskilyrdi.
T.d. gefum okkur ad a; sé besta mat & a.

Xyi—1 = predicted
Xy = filtered
Xijn = smoothed (n > t)
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Posterior dreifing er likelyhood fallid sinnum prior

Smoothathar kdrvur mé ekki nota { regression pvi annars veeri madur ad
reyna ad spd framtidinni med upplysingum tr framtidinni

Aodferdafraedi:

[J Gefir eitt stationary. Hvada lond hafa marktaeka sveiflu. Hvad er sveiflan
long A, og djup p .

0 Préoun? A myndum sd madur ad markteekni hjs Noregi er vegna sidari
hluta timabilsins. A Islandi var dsteeda stors stadalfrdaviks { fyrri hluta
timabilsins.
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Kafli 7

Cointergration

7.1 Inngangur

Stochastic process

Fjolskylda af hendibreytum sem radadar eru eftir tima. Daemi { X} er stochastic
process med stokum: Xi, Xo,..., X;. Ef allar hendingarnar X; hafa vongildi
getum vid ritad vongildi stochastic process sem {,} . Dreifni radar er {otz} Ef

variansinn er s sami fyrir hverja hendingu er varfans 2. I timar6dum er adeins
eitt stak & hverjum tima.
Sterk sistaedni (strict stationarity)

Péttifall allra hendinga er eins, b.e.
F(th, ..... 7Xt+n) :g(Xt+n+17-~'-7Xt+2n+1) (71)

Veik sistzedin (weak stationarity)

Timaroo er sistaed ef vaentanlegt gildi hverrar hendingar er pad sama fyrir allar
meelingar, b.e. E(X;) = p og dreifni stodug yfir tima, p.e. Cov (X; X¢1;) = 0.
Til pess a0 haegt sé ad finna vongildi radar verdur hin ad vera sistaed. Aofalls-
greining & 6sistaeedum réodum skilar vafasomum nidurstooum.

Raf (random walk)
Yt = Y1 T & (7.2)

Réf er greinilega 6sisteett ferli par sem dreifni eykst med tima.

Raf med reki (random walk with a drift)

Sama og random walk nema hvad r6din rekur { dkvedna &tt.

Yo =L+ Y1 T & (7.3)
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Leitni

Ef a0 leitni er 1 r6d er hun ekki sistad. Leitni mé skipta { tvo flokka: hendileitni
(deemi: Random walk) og dkvedna leitni (Deemi: y; = a+ - t + &;. Einnig er
til sambland af pessu tvennu: y; = a+ G-t + yr—1 + ;. Leitni m4 fjarleegja med
bvi ad taka mismun. Dsemi um petta er:

Y+ = Yt—1 t+E¢
Ay = Y —Yi—1 = &

Annad deemi er pegar ad sjalffylgni er i afgangslioum:

Y = Y—1TE
€ = Q&1+ M
Tokum mismun:
Ayt = &t

en bessi rod er sistaed ef ad |a| < 1.

7.2 Osistzedar radir og heildun rada

Osisteedar radir og adfallsgreining er ekki géd blanda. Petta md syna fram &
med deemum. Gerum rad fyrir pvi ad y; og x; eru 6hddar breytur myndadar
med random walk. Newbold og Davies titbjuggu 1000 irtok af timarsdum med
50 breytum og keyrdu adfallsgreiningar 4 allar radir. Peir komust ad pvi ad 67%
adfallsgreininganna skiludu markteckum student-t gildum & 5% marktacknistigi.
Annad deemi um petta er pegar ad gerd var tilraun til pess ad skyra einkaneyslu {
Bretlandi med random walk ferli, en nidurstédurnar urdi marktackar pétt ekkert
raunverulegt samband hafi rikt milli slembiradarinnar og einkaneyslunnar.

7.2.1 Heildun rada

Osisteed 160 sem umbreyta mé yfir 1 sisteeda 160 med pvi ad taka mismun d
sinnum er s6gd vera heildanleg af gradu d (e integrated of order d), b.e. z; S
I(d). Pad skal tekid fram ad d er minnsti {joldi mismuna sem skilar sistaedri
r60. Ef x; er sisteed er d = 0.

Linuleg samantekning (summa) sistaedra rada er sistaed: I (0)+1 (1) = I(1).

7.2.2 Arstidarheildun rada

Osistaed 160 er kollud drstidarheildanleg 160 af gradu (d,D), taknad ST, (d, D)
ef haegt er ad umrita hana yfir { sistaeda r60 med pvi ad taka drstidarmismun D
sinnum og taka sfdan venjulegan mismun d sinnum. I flestum tilfellum er ekki
naudsynlegt ad taka fleiri en einn drstidarmismun.
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7.2.3 Prof a gradu heildunar

Oft vitum vid ekki fyrirfram hvada heildunargrdda mun skila okkur sistaedri rod.
Pad er pvi naudsynlegt ad geta préfad fyrir pessari gradu.

Tillaga ad lausn

Metum y; = p - y4—1 + &¢ med OLS.

Ef p = 1 bd er rodin 6sistaed. Ef [p| < 1 er rodin sisteed. Ekki er haegt ad
meta p ut fra t-gildum, par sem ad t-gildi eru ekki markteek ef rédin er Gsisteed.
Pad er pvi naudsynlegt ad nota énnur préf en t-prof.

Dickey Fuller préfio

DF profid kannar hvort p = 1 { jofnuni hér ad ofan. DF préfio byggir 4 svipadri
adfallsgreiningu og lidurinn hér 4 undan, eda:

Ay, =6 - yp—1 + &

eda

yo=01+6) y-1+e (7.4)

sem er sama adfallsgreininginn og { lidnum hér 4 undan par sem p = (1 4 6).
Ef 6 er negatift verdur p minni en einn. DF profid kannar pvi hvort studulinn §
sé negativur. Kenningaproéfunin er eftirfarandi:

Hy: 6=0 < p=1 ©Osistaed
H: 6<0 & p<l1 sistaed

Naudsynlegt er ad vita dreifingu hendingarinnar sem notud er vid kenningapré-
fun. Pessi dreifing hefur verid reiknud it og er i vidauka { NDEP. T-gildi ad-
fallsgreiningar er tekid og borid saman vid DF toflu. Ef T-gildid er minna en
leegra gildi toflu er Hy hafnad og ef T-gildid er meira en steerra gildi toflu er Hy
sampykkt. Ef T-gildid er & milli laegra og steerra gildis er ekkert haegt ad segja.

Ef Hy er sampykkt er naudsylegt ad halda afram, taka mismun og framkvaema
DF 4 nyjan leik par til ad nill-kenningunni er hafnad. Ath: haetta getur verio 4
yfir-mismunun ef biid er ad taka mismun of oft. Yfir-mismunun lysir sér { hdu
positivu DF gildi og hdu R2.

Heegt er ad nota DF prof pegar verid er ad heilda hendir6d med drifti

Baett Dickey-Fuller préf (Augmented DF)

Einn helsti galli DF profsins er s4 ad pad tekur ekki tillit til mogulegrar sjalffylgni
4 afgangslidoum. Lausn & pessu er ad tefja gildi vinstra megin vid jafnadarmerkio
og nota pau sem skyristaerdir.

k
Ayy =06 yp—1 + Z@' Ayt ey (7.5)
i=1
Erfitt getur verid ad dkvarda k. Meginreglan er pé si ad pad eigi ad vera
hlutfallslega 1dgt til ad spara frigradur en p6 naegjanlega stort til pess ad taka
tillit til mogulegrar sjélffylgni. Heegt er ad nota DW préfid til pess ad nélgast k.
Kenningaproéfun er si sama { ADF og DF.
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Intergration Durbin-Watson (IDW)

IDW gefur visbendingu um pad hvort t60 sé heildud af gradu 0 eda ekki. IDW
profid er:

2
IDW = > (v — yt—12) (7.6)
> (Yt — 4r)
Ef p = 1 er nefnarinn jafn Xe?, p.e. y,—1 samsvarar fitted’ gildi fyrir adfalls-
greiningu y; 4 y;—1 undir pvi skilyrdi ad stikinn fyrir g1 sé einn.
Ef IDW er lagt (minna en 0.5) er nokkur vissa fyrir pvi ad rédin sé ekki
sistaed. Ef IDW gildid er neerri tveimur er nokkur vissa fyrir pvi ad rédin sé
sisteed.

7.3 Hugtakid cointergration

Pad ad taka mismun er ekki gallalaus lausn 4 dsisteeOnivandanum. Pegar mis-
munur er tekinn tapast langtimalausn likans. Cointergration adferdarfraedin myn-
dadist ut fra 1ongun manna til pess a0 meta likon sem innihalda baedi skammtima-
og langtimalausnir og halda 6llum rédum sisteedum & sama tima.

7.3.1 Formleg skilgreining fyrir 2 breytur

Timaradir x; og y; eru sagdar cointergreradar af gradu d, b par sem ad d > b > 0,
b.e. zt,y: S I1(d,b) ef:

[J Bédar radir eru heildadar af gradur d

[ Til er linuleg samantekt breytanna tveggja sem er heildanleg af gradu d—b,

b.e.

Yt

[ as ] [ ot } SI(d-b)
pbar sem ad [ a1 Qo } er cointergration vektor

7.3.2 Almenn skilgreining
Ef x; er n x 1 vektor af timarédum og
U Hver beirra er I (d)

[0 Til er n x 1 vektor v bannig ad x} - & S I (d — b)

bé gildir:

x; o s CI(d,b)

Vandam4lid verdur fléknara eftir pvi sem rodum fjslgar.
7.3.3 Cointergration i praksis

Ahugaverdasta sambandid rikir pegar d = b en p4 samsvara studlar cointergra-
tion vektorsins studlum langtimasambands milli breyta.
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7.4 Préf & cointergration

7.4.1 Tveggja prepa algoripmi
[1 Val & breytum

Hugsum okkur tveer breytur. Viljum préfa fyrir cxointergration. Badar
verda ad vera af somu gradu

[] Cointergration vektor dkvardadur

— Cointergration vektor pekktur
Stundum hofum vid kenningu sem segir til um hvernig cointergration
vektorinn eigi ad lita 1t. Daemi um betta er kenningin um fullkomna
tekjuteygni einkaneyslu til langs tima, p.e. cons; = inc;, en { pessu
tilfelli er cointergrating vektor [—1,1]. I bessu tilfelli er naudsynlegt
a0 profa hvort linulega samantektin er sistaed. Myndum rod saman-
tekarinnar: u; = cons; — inc; og préfum med DF (m=0)

— Cointergration vektor 6pekktur

Hofum langtimasamband: y; = G121+ - - + BmXme +v¢ 0g cointergra-
tion vektor [1,—01, -+, —Bm] sem er 6pekktur. Metum langtimasam-
bandid og kénnum metil afgangslidsins ¢9; med DF eda ADF

7.4.2 Cointergration Durbin-Watson (CIDW)
CIDW gefur visbendingu um cointergration med pvi ad meta hvort metin fravik

fra langtimabraut eru sistaed.

A a2
crpw — 2= o) (7.7)
> (Br — )

Dreifing fyrir CIDW er ekki pekkt en pbé mé segja ad peim mun minni sem
gildi CIDW tekur bvi meiri likur eru 4 pvi ad hafna megi nill-kenningunni
a0 radirnar séu cointergreradar. Pumalputtaregla er ad ef CIDW reiknad tt
fra, afgangslidum jofnu er minna en R? eru likur & pvi ad ad hafna megi nill
kenningunni.

7.5 Villuleidréttingarlikon (ECM)

7.5.1 Granger representation theorem

Fyrir sérhverjar cointergreradar radir er til villuleidréttingarlikan
7.5.2 ECM leitt 1t
Pessi ttleidsla er sérstaklega hentug fyrir bau tilfelli pegar ad annad hvort:

U allar breytur sem koma fyrir { langtimasambandi eru I(1)

[1 hada breytan er I(1) og allar skyristeerdir eru CI (d + 1,d)
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Til einfoldunar gerum vid rdd fyrir einni skyristeerd, b.e.

Y = By +w (7.8)

bar sem ad y; og x; eru badar I (1). Gerum rad fyrir pvi ad stikinn 5 sé 6pekk-
tur en ad OLS mat skili sfstaeedum afgangslioum samkveemt DF. Med 60rum
ordum: sambpykkja m4 cointergration y; og z; af grddu (1,1) med cointergration

vektor [1, —B} . Naesta skref er a0 skipta it langtimalikani med skammtimalikani
+ ECM, p.e.:
Ay, = o Ary +az (Yi—1 — Bri1) + & (7.9)
Freistandi er ad utvikka ofangreinda jofnu og meta hana svo med OLS:
Ay = a1 Axy + agyr—1 — asfxi_1 + & (7.10)

en pad er ekki g6d lausn par sem ao:

[1 annar metill er fenginn fyrir 8 og ekki er vitad hvort hann sé cointergration
stiki eda ekki

[1 breyturnar eru heildadar af mismunandi gradum. Ay; og Az eru I (0) en
yi—1 og x4—1 eru I (1). Ef ad skilyrdid (coy; — aefBz:) S I(0) er ekki til
stadar felur jafnan 1 sér bd forsendu ad e; s I (1)

Engle-Granger komu med tveggja prepa lausn & pessum vanda:
[ Meta (8.8) med OLS og meta hvort afgangslidir séu sistaedir
[ Ef sistoougleika er ekki hafnad=-skipta it § med metlinum B.

Nt er skilyrdum fyrir sisteedum rodum fullnaegt og allar breytur eru I (0)

Adferd Engle-Granger hefur verid gagnrynd fyrir pad ad OLS sé keyrt &
Osisteedar radir til pess ad finna langtimasambond. OLS er b6 ekki alsleemur og
skilar oft sambéndum med naegjanlega gédum haetti.
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Kafli 8

VAR

8.1 Ur hagrannséknum 2

8.1.1 Almennt VAR likan

A sjstta dratugnum seetti hefdbundin likanasmid mikilli gagnryni. Gagnryni
beindist einna helst ad pvi hvernig breytur voru valdar og adrar felldar ut til
pbess ad audkenna jofnukerfi. Einnig var likasargagnryni beitt, en hin segir til
um ad studlar pjédhagslikana breytist med veentingum. Arid 1980 kom Sims
fram med adferdarfraedi sem var, ad hans sogn, var mun hagkveemari leid til pess
a0 skoda sambond pjéohagssteerda. VAR-1ion notea ekki hagfreedikenningar likt
og hefobundin pj6ohagslikon, heldur eru pau eingéngu reist 4 tolfraedi
Fréavik Simms fra hefobundinn adferdafraedi eru einkum bessi:

[] Enginn munur er gerdur & innri og ytri breytum
[J Engar nulltakmarkanir eru settar & breytur
[J Engin formleg hagfrzedi notud vid uppbyggingu likana

Pessar forsendur fela pad 1 sér ad ekki reynist naudsynlegt ad kenna jofnur,
pvi 7allt orsakar allt”. Engar hagfreedikenningar purfa ad liggja ad baki likanas-
midinni, adeins hagfraedilegar forsendur vardandi val 4 breytum.

Almennt ¢takmarkad VAR likan m4 rita:

k
Zy = ZAithi + &¢ (81)
i=1

pbar sem Z; er vektor sem inniheldur breytur likansins 4 hverjum tima og
A; er fylki stikametla. Haegt er ad f4 6bjagadan metil med pvi ad keyra OLS &
hverja breytu fyrir sig. P6 er ad 6llum likindum hagkveemara ad keyra SUR bar
sem ad sammtidarfylgni getur verio i afgangslidnum.

Ef kanna 4 dhrif skella 4 eina steerd likansins 4 frampréun allra steerda er
naudsynlegt ad samtidarfylgni sé ekki til stadar. Haegt er ad utryma henni
med pvi ad pétta fylki samvika med Choleski pattun. Pegar bessi pattun er
framkvaemd skiptir mali hvernig breytunum er radad. Rod breytanna er yfir-
leitt latin vera pannig ad hun uppfylli kenningar sem lysa pvi hvernig hagkerfio
virkar. Deemi um utrymingu sjélffylgni fyrir VAR(2):
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Te | _ | ar by Te-1 | | G2 by Tz | | | Eue
Yt c1 dp Yt—1 e da Yt—2 €2t
bar sem ad E (e1;) = E (e2) = 0, E (e3,) = 011, E (€3;) = 022 0g E (e1469¢) =

o12. Haegt er fjarleega samtidarfylgni 1r likaninu med pvi ad margfalda efri jof-
nuna med o12/0711.

8.1.2 RO60un & breytum - Granger Causality

Naudsynlegt er ad rada breytum upp { likan pannig ad rétt orsakasamhengi sé 4
milli peirra. Petta er gert annad hvort med pvi ad nota hagfraedilegt insai eda
med pvi ad préfa orsakasambond tolfraedilega.

Granger skilgreiningin 4 orsakasambandi er eftirfarandi: « er orsok y ef hagt
er a0 spd fyrir, med meiri ndkveemni, um gildi niverandi ¥ med pvi ad nota
soguleg gogn x heldur en ekki.

[J Granger orsakasamband med einni t6f
Ef MSE (yt\Ut_l) < MSE (yt|Ut—1\Xt—1) bdzr —vy

[] Granger orsakasamband &an tafar

Ef MSE (yf‘Uf\yf) < MSE (yt|Ut\Xt—17yt) bé“ T = Y
Sargent kom fram med adferd til pess ad meta orsakasambond. Gerum rad
fyrir eftirfarandi likani:

k k
ye = AoDi + > gy i+ Bt (82)
Jj=1 Jj=1
bar sem AgD; stendur fyrir dkvedna leitni. Ef 5y = B2 = --- = B, = 0 bd

samkveemt skilgreiningunni orsakar x ekki y.
[J Regressum y; & leitnihlutann og tafdar steerdir y
[1 Reikna 1t fylki afgangslida u;}
[ Regressa u; 4 allar steerdir upprunalegu jofnunar (p.e. beedi trend, y og x)
[] Reikna R?
[ Préfa null kenninguna med Lagrange multiplier

Athuga ber p6 ad petta prof er ekki marktaekt nema ad breyturnar séu
sistaedar.

8.1.3 Almennt spdlikan
Almennt spalikan méd setja fram pannig ad:

PYIED [ T o
T+j—1 ZT+jfi fyI'iI‘ j <1

Gert er rdd fyrir pvi ad sammtimafylgni sé engin.
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8.1.4 Fjoldi taflengda

Akvedid vandamal skapast pegar fjoldi taflengda er dkvedinn. Oft byggja slikar
dkvardanir 4 einkennum gagnana (s.s. 4 fyrir arsfjordungsgogn) eda 4 pvi hvenser
likanid verdur laust vio sjalffylgni. Einnig er haegt a0 meta besta fjolda taflengda
med tolfreedilegum haetti:

Akaike
Légmorkum:
AIC=(-2InL+2K)/T

bar sem In L er gildi log likelyhood fallsins. Vio hofum ekki betta gildi en
vitum ad pad er 1 hlutfalli vid |e]|.

Schwarts criteria

Lagmorkum:

SC=lnle|+kWnT/T

8.2 Ur fyrirlestri Helga
Litum 4 AR(1) likonin (langbest ad byrja & pvi einfaldasta):
Zt = (I)Zt_l + az

Dreifnin er:

V(Zt) = V(@Zt,1)+V(at)
T = 3V (%1)d +%
ro) = &r()e +x

Getum vid leyst it fyrir I' (0) . Gott ad vita/nota eftirfarandi reglu:
vec (ABC) = (C' \ A) vec (B)
Ath aso:
aii
< ail a2 > _ a12
vec =
G21 Q22 az21
a2

Préfum ad leysa tt:

vec(T'(0)) = wec (P (0) D) + vec (L)
¢ \pvec (T (0)) + vec (%)
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vec (T'(0)) — (@ @) vec (T (0)

) vec (X)
(I — &\ D) vec(I'(0))

vec (X)

vee (T'(0)) = (I — \®) ' vec (Z)

8.3 Cointergration

8.3.1 Kynning & adferd Johansen

I vektor ARMA likénum tapast mikid af einfaldleikanum sem gerdi hin hefdbundnu
ARMA likon fysileg. Ho6fum vektorinn:

Yo
Y=
Yo

Hugsum okkur ad hver hnit sé intergrerad af gradu 1 I(1) p.a. AYj; er sta-
tionary Setjum fram & VAR, formi:

k
Y, = ZAtzt—i + &

i=1
pbar sem ad €; er multivariate white noise.Hugsum okkur nu eftirfarandi:
Yi-Y, 1= ZAthﬂ' - Y1 +e

par sem ad ¥; — Y;_q er I(0), Y- A, Y,—; — Y7 er I(0) og &; er I(0). Getum
einnig ritad likanio upp:

k—1
AY; = Z LAY 1 + 1Yk + &
1

pbar sem ad le‘ T;AY;_1 og ITY;_j eru I(0). Ath: ritum:

I = —(I—A —...— A
O = —(I—A —..—A)

Ath ad Y;_y er I(1) en ITY;_j er I(0). Hvernig er ba II? Ath eftirfarandi:

V(X) = o
V(eX) = a*V(X)<
= a=0

p-eIl fylkid er nokkurnskonar null fylki, p.e. hefur ekki fullaradtolu. Sidari
lidurinn { var-jéfnunni, p.e. I1Y;_, samsvarar villuleidréttingalid { ECM likani.
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Vid viljum geta dlyktad um rank II = 7. Skrifum upp II = « - 8’ bar sem ad
aerpxrogferrxp. Stikinn « lysir adlogunarhrada ad jafnveegi og 3 lysir
langtimasambondum sem rikja & milli hnitanna { Y vektornum. r» = 0 pyoir
engin langtimasambond, r = p pydir 6ll hnit { jafnveegi og r = 1 pydir: pad er
til eitt samband sem er langtimasamband..

Ath 7 ekki full rank = |7 = 0 = sum eigingildi 7 eru 0. Skrifum upp
m = af’ par sem ad a og § eru full-rank fylki. 8'y;_ lysir langtimasambéndum
og « lysir adlsgunarhrada ad jafnveegi.

8.3.2 Almenn atridi 1 praktiskri ttfaerslu
ATH: Sja NDEP 198-199, sérstaklega m.t.t. eigingilda

8.3.3 Tengsl milli Johansen og Engle-Granger

Cointergration i VAR likani er oftast ,betra” en Engle-Granger einnar jofnu
adferd. Tolfreedilegir eiginleikar Johansen adferdarinnar eru almennt betri og
power cointergration préfa heerra. P6 ber ad leggja dherslu 4 pad ad Engle-
Granger og Johansen adferdirnar eru byggdar 4 mismunandi adferdarfraedi og
pvi er ekki haegt ad bera paer saman meid beinum haetti.

i Engle-Granger er gert r4d fyrir pvi ad breytum sé skipt { ytri og innri steerdir
en { Johansen eru engar ytri breytur. Pad ma pvi nota Johansen adferdina til
bess ad kanna hvort ad skipting { ytri og innri steerdir sé rétt.

Ef fjoldi cointergrating vectora med adferd Johansen er meiri en einn, pé er
liklegt ad skipting { ytri og innri breytur i Engle-Granger sé rong

8.4 Rannsékn Helga og Pérarinns

pr = innlend verdvisitala(log)

p; = erlent verdlag (log)

st = gengi (kr per medalmynt erlenda)
ry = vextir rikisskuldabréfa

r; = vextir erlendra rikisskuldabréfa

PPP sambandio: p, — pj — s; =sisteedur process

Cointergration gerir okkur kleift ad brjéta skammtimadynamik fré lagti-
madynamik.

UIP sambandid: r, — r; = E (As¢|saga) = sstur process.

Fyrsta spurning: eru breyturnar heildadar af fyrstu gradu? DF prof reiknad
og alyktad ad allar breytur séu einmitt heildadar af fyrstu graou.

Likan:

Sy =+ Aiyri + Mye— . + Sug
Metum fjslda langtimasambanda (rank & 7) = r<p.
Ef a0 «a er nill fyrir dkvedna rod pa jafngildir pad ad breytan sé weakly-

exogen. Petta var pad sem Helgi og Pérarinn komust ad vardandi adlogun erlen-
dra staerda ad innlendum. Peir sem ekki nota hefdbundid regression geta rambad
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& cointergration vektorana en beir verda pa ad hafa einhverja adferd vido ad na
skammtimadynamik 1t ir kerfinu.
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Kafli 9

Exogeneity
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Kafli 10

Transition data

10.1 Hazard fallio

10.1.1 Samfelldur timi

Hugsum okkur ad timi brotthvarfs ir dkvedni stoou sé samfelld hending 7' og
hugsum okkur ad stér hépur félks gangi inn i stéduna 4 tima sem vidskilgreinum
T = 0. T er bvi dvalartimi { vidkomandi stédu. Gerum rdd fyrir ad hépurinn
samanstandi af einsleitum einstaklingum m.t.t. kerfisbundina patta sem hafa
dhrif 4 dreifingu T.

Likurnar 4 pvi ad einstaklingur sem hefur verid { stodunni { tima ¢ fari dr
henni { nzesta timabili af lengd dt sem kemur 4 eftir ¢ eru:

P(t<T<t+dt|T>t)

Deilum med dt til pess ad fa medal-likindi & brotthvarfi 4 timaeiningu fyrir stutt
timabil eftir ¢. :

0(t) = lim P<T<t+dt|T>t)
dt—0 dt

en fall petta er svokollud hazard-functino. Hun lysir samtimahrada brotthvarfs
4 timaeiningu 4 ¢. G609 tulkun er 6 (¢) dt eru likurnar & brotthvarfi ut stodu 4
stutta timabilinu dt eftir ¢ ad pvi gefnu ad vidkomandi sé 1 stédunni & tima t.
Pad veeri einnig haegt ad tala um likurnar & pvi ad einstaklingur hverfi tr stédu
4 timabili dt 4 skilyrdisins T' >t en pd erum vid ekki ad taka um Hazard-fall.

Létum dreifingu 4 duration vera P (T < t) = F (t) { punkti ¢ og latum likin-
dadreifinguna vera f () = dF'/dt. Samkveemt 16gmali um skilyrt likindi er:

PA<T <t+dt, T >1)
P(T>1)
P(t<T <t+dt)
P(T >1)
F(t+dt) — F(t)
1—F (1)

p(t<T <t+dt)|T>t) =

Ef vid deilum med dt og latum dt stefna & nidll fa4um vio:
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F(t+d)—F(t) 1

o) = Jim, dt 1—F (1)
) 1
= PO 1—Fg
_ _f@®
O 1-F@)

Ein minus béttifallid kemur pad oft fyrir { bessum freedum ad pvi er gefio
sérstakt nafn: survivor function og er tdknad med F' (¢t) =1 — F (t).

o(t) = ;L(?
_ dlog F' ()
S

~—

Petta er diffurjafna 1 ¢. Lausn hennar m.v. upphafsgildi F'(0) =1 er:

F(t)zexp{—/ote(s)ds}

Ath: ef vid vitum 6 (¢) fyrir 61l ¢ b4 vitum vio F (t).

10.2 Remaining duration

Annad fall sem skiptir méli er veent duration skilyrt med survival 1 st6du upp ad
tima s. Setjum betta fram sem e (s). Skyld steerd er veentur timi til brotthvarfs
ad survival { st6du upp ad tima s gefnu: e (s) —s = r (s) . Fallid e (s) gefur okkur
veent heildar-duration og 7 (s) gefur okkur vaent duration eftir fyrir einstaklinga
sem n& ad vera i st60u upp 4 tima s. Péttifall duration T skilyrt & survival upp

a § er: &
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Kafli 11

Verkefnavinna - punktar

Tionigogn, 16gist ad vinna med logaripma par sem ad dreifni er had medaltali.
Log-linuleg médel fyrir talningu. Reyndar er til timaradaspeki fyrir radir par
sem error lidurinn er poisson dreifdur ekki normaldreifdur.

ATH: reikna medaltal og stadalfrdvik fyrir allar radir og 6ll transform og
setja upp 1 toflu.

X s
Transform
D=0
D=1

leidbeiningarmérg 2/SQR(N) fyrir PACC. Ef ad toppur kemur & einhver-
jum drstidarmun verdur ad:taka arstidarmismun, setja drstidarparameter. ATH:
veljum pann mismun sem gefur minnsta s. Helgi vill ekki overdifferensa, heldur
{ vafamdlum setja parameter til pess ad nd arstidarsveiflum.

Ef madur tekur ekki mismun verdur madur ad meta ARMA med fasta.

Flatarmadl undir spektri er varians ferilsins.

ATH ARIMA: t gildi fyrir einstaka parametra segir manni ekki mikid (4 lika
vid 1 regression).

Q: leggjum saman sjélffylgnistudla afgangslidarins { 6dru veldi. Segir hversu
vel hefur tekist a0 mdédelera dynamik. Ef madur sér ekki dberandi striktir fyrir
afgangslidi (correlogram) beeta vid einhverjum MA lidum eda AR.
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Kafli 12

Samantekt

Minni dhersla & cointergration ni en 4dur. Adalefni ndmskeidsins eru timaradir,
b-e. maelingar sem eru héddar og tengsl byggjar & pvi { hvada rod peer eru. verdum
ad gers 40 fyrir ad ndtura timarada sé stodug: notum vinnuhugtakid weakly
stationary.

Ergodic Hvada summur til ad ergodic in mean dg varians:

1 n

Ef petta er t.d. sin-byglja par sem stokastikin felst { pvi hvar hin byrjar, pd
stefnir ofangreind jafna ekki 4 neina steerd.
Consistant: Variance og bias stefni baedi null

12.1 ARMA, ACF,PACF

Xt = ¢1Xt_1 + ..t ¢pXt—p +& — 0615_1 — .. — ¢q5t—q

= f(Xi—1, Xe—2, oo €0, €0-1)

Ef ad € eru normaldreifd ba verdur X; einnig normaldreift. Ef ¢ eru ekki
normalverdur X ekki normal. Ef ad fallsamband er ekki normal en € normal
verour X ekki normal.

Hofum tekid fyrir AR, MA, ARMA, ARIMA; VAR,

12.2 tidnirdimid (frequency domain)

Berum ekki gildi dags vid fyrir gildi heldur spdir madur { hvad einstakir atburdir
séu algengir,p.e. reynir ad korleggja "algengi” einhverja atrida.

Power-spectrum: Fall (eda ANOVA tafla) par sem breytileika radarinnar er
komid fyrir bilinu nill og upp { 7. Ef toppur er { Ag er sveifla af period: 27/ \.
Ath: spectur af arch er flatt.

Spectrum heppilegt teeki. Hofum filter-function og getum séd hvad linuleg
filter gera vid white noise (t.d. Kuznets).

Pegar vid hofum margar radir= cross-spectur og cross-ovariance. Hofum
phase og gain. Haegt ad lesa grafiskt tit covariance, cross spectur er erfidara- pvi
bad er complex tala. Greinum cross spectur med coherance og phase en betta
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eru f6ll sem leida af crossspectrinu og gefa visbendingar um tengsl rada. Halli
i phase gefur visbendingu um pad hvor r6din er 4 undan, p.e. gefid upp laggio.
Coherance er eins konar R? meelikvardi. Coherence er nokkuskonar fylgnistudull,
en ekki fasti heldur function. Pad hefur pvi 1itid upp & sig ad lesa phase pegar
coherance er lagur.

I hagfraedilikonum er edlilegt ad gera rad fyrir feedbacki. Til bess ad nd
feedbacki eru VAR likon mjog baegileg. Med pvi a0 stilla parametra getur madur
haft control & pvi hvada form feedbackio hefur. Meo pvi ad proéfa dkvedin skilyroi
4 parametra getur madur préfad kenningar um Causalited. VAR eru toluvert
fléknari en AR og pbar er VARMA sérstaklega flckio.
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